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DINAMIQESKA OBRATNA ZADAQA TEORII
PREDSTAVLENI I NEKOMMUTATIVNA GEOMETRI
Denis V. rьev
Dinamiqeska obratna zadaqa teorii predstavleni, postanovka kotoro
voxodit k klassiqesko rabote E.Vignera ob opredelemosti kommuta-
cionnyh sootnoxeni na kvantovomehaniheskie veliqiny po kvantovym
uravnenim dviжeni, proillstrirovana na prostexih primerah.
Teori predstavleni imeet po menьxe mere dve storony, odna iz nih
svzana s prmo zadaqe teorii predstavleni, zadaqe opisani pred-
stavleni zadannogo algebraiqeskogo obьekta. Buduqi v celom zaver-
xenno dl klassiqeskih algebraiqeskih obъektov (algebr i superal-
gebr Li) зta problematika vstupila v oqeredno renessans, vyzvanny
otkrytiem znaqitelьnogo qisla novyh algebraiqeskih struktur v sovre-
menno kvantovo teorii pol (kvantovye gruppy, algebry Zamolodqi-
kova, operatornye algebry kvantovo teorii pol i ih raznovidnosti,
W -algebry i ih obobweni, kategorii bordizmov i xlefy koneqnomer-
nyh i beskoneqnomernyh grupp, gomotopiqeskie algebry Li, algebry
Batalina–Vilkovyskogo i t.d.). Vtora storona svzana s obratno zada-
qe teorii predstavleni: po imewes sovokupnosti operatorov opi-
satь ”korrektny” algebraiqeski obъekt, imi predstavlemy (sm.napr.
[1]). Зta zadaqa dopuskaet i bolee obwee rasxirennoe tolkovanie (sm.
[2]).
Razliqnye illstracii k obratno zadaqe teorii predstavleni, a
takжe ee svzь s nekommutativno geometrie [3], rassmatrivalisь v [4,1].
Celь danno raboty — vyqlenitь ”dinamiqesku” parallelь k obratno
zadaqe, voshodwu k klassiqesko rabote E.Vignera [5].
Dinamiqeska obratna zadaqa teorii predstavleni (zadaqa Vig-
nera). Dl zadanno sistemy operatornyh differencialьnyh uravneni
(*)
∂
∂t
Xˆi(t) = fi(Xˆ1(t) . . . Xˆn(t)) (1 ≤ i ≤ n)
nati algebraiqeski obъekt A, poroжdenny generatorami ei i odnopa-
rametriqesku gruppu γt avtomorfizmov A takie, qto pri lbom (nad-
leжawim obrazom opredelennom) operatornom predstavlenii T algebra-
iqeskogo obъekta A gruppa γt opredelets sistemo uravneni (∗), kolь
skoro T (ei) = Xˆi(0).
Typeset by AMS-TEX
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Algebraiqeski obъekt A moжet bytь associativno algebro polino-
mialьnogo rosta, hot i drugie varianty vozmoжny (naprimer, parasta-
tistiki [5,6] ili sootnoxeni v izotopiqeskih parah [7,8]). V dalьne-
xem, odnako, ukazannye vozmoжnosti ne budut rassmatrivatьs.
Praktiqeski naibolьxi interes predstavlt beskoneqnye sistemy
operatornyh uravneni, otveqawie nelinenym operatornym uravne-
nim v qastnyh proizvodnyh kvantovo teorii pol (napr. uravneni-
m san–Gordon ili Liuvill, rassmatrivavxims s ukazanno toqki
zreni v kaqestve harakternyh primerov leningradsko xkolo akad. L.D.Faddeeva
v ramkah kvantovogo metoda obratno zadaqi, gruppo iz Vysxe Nor-
malьno Xkoly v Pariжe pod rukovodstvom prof.Ж.-L.Жervз, kollek-
tivom otdela kvantovo teorii pol v Institute Steklova v Moskve).
Odnako, s metodologiqesko toqki zreni celesoobrazno rassmatrivatь
i koneqnye sistemy operatornyh uravneni, otveqawie obyknovennym
differencialьnym uravnenim kvantovo mehaniki.
Opredelenie 1. Dinamiqeskim osvoboжdeniem skrytyh simmetri na-
zyvaets sopostavlenie zadanno sisteme operatornyh differencialь-
nyh uravneni (∗) pary (A, γt), gde A — associativna algebra, poroж-
denna generatorami e1, . . . en tak, qto otobraжenie simmetrizacii Vel
w : S·(H) 7→ A (H = span(e1, . . . en)) vlets izomorfizmom linenyh pros-
transtv, a γt — odnoparametriqeska gruppa avtomorfizmov algebry A
taka, qto pri lbom operatornom predstavlenii T associativno al-
gebry A gruppa γt opredelets sistemo (∗), kolь skoro T (ei) = Xˆi(0).
Dinamiqeskoe osvoboжdenie simmetri nazyvaets gamilьtonovym, esli
suwestvuet tako зlement h algebry A, qto sistema (∗) privodits k vidu
∂
∂t
Xˆi = [Hˆ, Xˆi] (Hˆ = T (h)).
S algebrogeometriqesko toqki zreni dinamiqeskoe osvoboжdenie
skrytyh simmetri zaklqaets v interpretacii zadanno sistemy ope-
ratornyh differencialьnyh uravneni kak potoka (dinamiqesko sis-
temy) na nekommutativnom algebraiqeskom mnogoobrazii [3]. Neobho-
dimo otmetitь, qto v otliqie ot kommutativnogo sluqa danna inter-
pretaci ne vlets trivialьno i samooqevidno. Zametim takжe, qto
dinamiqeskie sistemy na nekommutativnyh mnogoobrazih voznikat es-
testvennym obrazom i v ramkah nekommutativno differencialьno geo-
metrii Alana Konna [9].
Otmetim, qto interpretaci kvantovo konformno teorii pol, tesno
svzanno s upomnutymi vyxe uravnenimi kvantovo teorii pol, kak
beskoneqnomerno nekommutativno geometrii byla dana avtorom v ra-
bote [10]. Odnako, podqerknem, qto v konkretnyh kvantovopolevyh zadaqah
zaqastu ispolьzuts associativnye algebry A s fiksirovannym na-
borom зlementov ei takih, qto T (ei) = Xˆi(0), no ne poroжdaemyh imi.
Kak pravilo, v kaqestve algebry A udobno rassmatrivatь algebry Vel
ot koзfficientov svobodnyh pole (t.n. predstavlenie svobodnyh pole),
universalьnye obertyvawie algebry algebr Kaca–Mudi ili nekotorye
ih q–deformacii. Tem samym podobnye konstrukcii vlts estestven-
nymi alьternativami dinamiqeskomu osvoboжdeni skrytyh simmetri
pri rexenii dinamiqesko obratno zadaqi teorii predstavleni.
2
Rassmotrim prostexie primery dinamiqeskogo osvoboжdeni skry-
tyh simmetri.
Primer 1 (n = 2, f1 i f2 — linenye funkcii). V зtom sluqae sistema
(∗) imeet vid: 

∂
∂t
Xˆ = aXˆ + bYˆ
∂
∂t
Yˆ = cXˆ + dYˆ
Bez ograniqeni obwnosti moжno sqitatь, qto matrica A =
(
a b
c d
)
privedena k жordanovo normalьno forme. Pustь matrica A diago-
nalьna: A =
(
λ 0
0 µ
)
. Sistema (∗) zapisyvaets kak


∂
∂t
Xˆ = λXˆ
∂
∂t
Yˆ = µYˆ
Budem iskatь sootnoxeni na Xˆ i Yˆ v vide [Xˆ, Yˆ ] = fˆ(Xˆ, Yˆ ), gde fˆ(Xˆ, Yˆ ) =∑
i≥0
∑
j≥0 aijXˆ
iYˆ j. Uslovie sohraneni dinamiko ukazannyh sootnoxe-
ni imeet vid
(λ+ µ)
∑
i≥o
∑
j≥0
aijXˆ
iYˆ j =
∑
i≥0
∑
j≥0
aij(iλ+ jµ)Xˆ
iYˆ j
ili ∑
i≥0
∑
j≥0
aij(λ(i− 1) + µ(j − 1))Xˆ
iYˆ j = 0.
Kak sledstvie, koзfficienty aij otliqny ot nul tolьko dl teh i i j,
dl kotoryh vyraжenie λ(i− 1) + µ(j − 1) obrawaets v nulь.
Vozmoжny ptь sluqaev:
1) Esli λ i µ nesoizmerimy, ili λ i µ soizmerimy, odnogo znaka i
λ 6= µ, to [Xˆ, Yˆ ] = αXˆYˆ ili, inymi slovami, XˆYˆ = qYˆ Xˆ (soot-
noxeni dvymerno kvantovo ploskosti [3]).
2) Esli λ = µ, to [Xˆ, Yˆ ] = αXˆ2+βXˆYˆ +γYˆ 2 (algebra s kvadratiqnymi
sootnoxenimi, poroжdenna dvum obrazuwimi [3,11,12]).
3) Esli λ = 0, µ 6= 0, to [Xˆ, Yˆ ] = P (Xˆ)Yˆ , ili, inymi slovami, Yˆ Xˆ =
R(Xˆ)Yˆ (algebry podobnogo tipa rassmatrivalisь v [11,12,13]).
4) Esli λ + µ = 0, to Xˆ, Yˆ ] =
∑
k≥0 akXˆ
kYˆ k. Зtot sluqa otveqaet
klassiqesko zadaqe Vignera [5] ob odnoznaqnosti vosstanovleni
kvantovyh kommutacionnyh sootnoxeni po uravnenim kvantovo
dinamiki. V qastnosti, danny sluqa vklqaet t.n. q–kommuta-
cionnye sootnoxeni XˆYˆ − qYˆ Xˆ = 1 (sm. napr. [14]).
5) Esli λ i µ soizmerimy, λ = lν, µ = mν, l < 0, m > 0, l +m 6= 0, to
[Xˆ, Yˆ ] =
∑
k≥0 akXˆ
1+kmYˆ 1−kl.
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Otmetim, qto dinamiqeskoe osvoboжdenie skrytyh simmetri vlet-
s gamilьtonovym lixь v sluqae kanoniqeskih kommutacionnyh soot-
noxeni, vlwihs podsluqaem sluqa 4, i linenyh kommutacionnyh
sootnoxeni, vlwihs podsluqaem sluqa 3 s R(x) ≡ 1.
Pustь teperь matrica A imeet vid netrivialьno жordanovo kletki(
λ 1
0 λ
)
, izuqim, kogda suwestvuet dinamiqeskoe osvoboжdenie skrytyh
simmetri s algebro A, zadavaemo linenymi ili kvadratiqnymi kom-
mutacionnymi sootnoxenimi na generatory. Sistema (∗) imeet vid:


∂
∂t
Xˆ = λXˆ
∂
∂t
Yˆ = λYˆ + Xˆ
1) Pri λ 6= 0 ne suwestvuet algebry A dinamiqeski osvoboжdennyh
skrytyh simmetri s linenymi kommutacionnymi sootnoxeni-
mi na generatory.
2) Kvadratiqnye kommutacionnye sootnoxeni v algebre A dinami-
qeski osvoboжdennyh skrytyh simmetri predstavlts v vide
[Xˆ, Yˆ ] = aYˆ 2. Sootvetstvuwee dinamiqeskoe osvoboжdenie skry-
tyh simmetri ne vlets gamilьtonovym.
Primer 2 (n = 2, f1 i f2 — odnorodnye kvadratiqnye funkcii). Sistema
(∗) imeet vid:
(**)


∂
∂t
Xˆ = aXˆ2 + b XˆYˆ+Yˆ Xˆ
2
+ cYˆ 2
∂
∂t
Yˆ = dXˆ2 + e XˆYˆ+Yˆ Yˆ
2
+ fYˆ 2
Izuqim, kogda danna sistema operatornyh uravneni dopuskaet dina-
miqeskoe osvoboжdenie skrytyh simmetri s algebro A, opredelwie
kommutacionnye sootnoxeni kotoro odnorodnye linenye ili kvadra-
tiqnye funkcii, a takжe kogda dinamiqeskoe osvoboжdenie skrytyh sim-
metri vlets gamilьtonovym.
1) Sistema operatornyh uravneni (∗∗) dopuskaet dinamiqeskoe os-
voboжdenie skrytyh simmetri s algebro A, opredelwie kom-
mutacionnye sootnoxeni kotoro lineny, togda i tolьko togda,
kogda {
ac+ bf + f2 = 0
a2 + ae+ df = 0
Pri зtom [Xˆ, Yˆ ] = αXˆ + βYˆ , i imeet mesto proporci α : β = −a :
f . Dinamiqeskoe osvoboжdenie skrytyh simmetri gamilьtonovo,
Hˆ = pXˆ2+q XˆYˆ+Yˆ Xˆ
2
+rYˆ 2 i imeet mesto proporci p :q :r = df :af :ac.
2) Sistema operatornyh uravneni (∗∗) dopuskaet dinamiqeskoe os-
voboжdenie skrytyh simmetri s algebro A, opredelwie kom-
mutacionnye sootnoxeni kotoro kvadratiqny, togda i tolьko
4
togda, kogda a : d = b : e = c : f . Pri зtom [Xˆ, Yˆ ] = αXˆ2 + β XˆYˆ+Yˆ Xˆ
2
+
γYˆ 2, i imet mesto proporcii a :d :α = b :e :β = c :f :γ. Dinamiqes-
koe osvoboжdenie skrytyh simmetri gamilьtonovo, Hˆ = pXˆ + qYˆ
i p :q = −a :d = −b :e = −c :f .
Otmetim, qto sistema (∗) dopuskaet dinamiqeskoe osvoboжdenie skry-
tyh simmetri kak s linenymi, tak i s kvadratiqnymi opredelwimi
kommutacionnymi sootnoxenimi v algebre A, esli b = −(a + c), d = a,
e = b, f = c. Lineny sluqa zadaets sootnoxenimi [Xˆ, Yˆ ] = aXˆ + bYˆ i
gamilьtonianom Hˆ = 1
2
(Xˆ+ Yˆ )2, kvadratiqny — sootnoxenimi [Xˆ, Yˆ ] =
aXˆ2 − (a+ c) XˆYˆ+Yˆ Xˆ
2
+ cYˆ 2 i gamilьtonianom Hˆ = Xˆ − Yˆ .
Interesnye vozmoжnosti voznikat v sluqae sistemy iz treh opera-
tornyh differencialьnyh uravneni s lineno ili kvadratiqno pravo
qastь, odnako, on ne soderжit ideologiqeski niqego principialьno
novogo, esli ograniqivatьs algebrami A dinamiqeski osvoboжdennyh
skrytyh simmetri s linenymi ili kvadratiqnymi perestanovoqnymi
sootnoxenimi na generatory.
Otmetim, qto i pri lbom koneqnom n issledovanie vozmoжnosti di-
namiqeskogo osvoboжdeni skrytyh simmetri, opisyvaemyh linenymi
ili kvadratiqnymi perestanovoqnymi sootnoxenimi, v sistemah n ope-
ratornyh differencialьnyh uravneni s lineno ili kvadratiqno pravo
qastь svodits k voprosu o suwestvovanii netrivialьnyh rexeni pere-
opredelennyh sistem linenyh uravneni s posleduwe proverko toжdestv
kobi i ne predstavlet teoretiqeskih ili vyqislitelьnyh trudnoste
v otliqie ot sluqa silьno nelinenyh perestanovoqnyh sootnoxeni
(sm. [12]).
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